MAKSIMIZASYON VE MINIMIZASYON

Bir fonksiyonun maksimum noktas1 nasil bulunur? Bu soruya daha onceden
matematik dersi almig olan Ogrencilerin bir bdlimii dogru cevap vereceklerdir:
“Fonksiyonun tiirevini alip, sifira esitleyerek.” Peki ama neden? Bu soruya dogru cevap
verenlerin sayis1 ise daha az olacaktir. Iste bu sebepledir ki Boliime bir fonksiyonun
maksimum veya minimum noktasin1 bulmak i¢in kullanilan yontemleri ve nasil
kullanildiklarin agiklayarak baglayacagiz.

Maksimizasyon ve minimizasyon konulari mikro ekonomi teorisinin esasini
olusturur. Tiketiciler tiiketim sonucunda saglayacaklar1 faydanin, isletmeler iiretim
sonucunda elde edecekleri karin miimkiin olan en yiiksek seviyede gerceklesmesini arzu
ederler. Diger yandan tam rekabet sartlarin1 tagiyan bir piyasada firmalar, ortalama
masraflarinin en az oldugu iiretim seviyesinde faaliyetlerini siirdiirmek isterler. Ister
maksimizasyon ister minimizasyon olsun, biitiin modellerde amacglanan sonuglara
erisilmesi bir takim kisitlayic1 sartlara tabidir. Tiiketiciler maksimum faydalarmi
gozetirken biitgeleri onlar1 kisitlar. Isletmeler ortalama masraflarin1 en aza indirmek
isterken, sahip olduklar1 teknoloji seviyesi belirleyici bir kisittir.

Ekonomide yukaridaki tiirden maksimizasyon ve minimizasyon islemleri, “en
iyiyi elde etme” anlaminda optimizasyon bashigi altinda toplanmaktadir. Matematik
a¢idan maksimizasyon ve minimizasyon terimleri herhangi bir optimizasyon anlami
icermez. Matematikte maksimizasyon ve minimizasyonun igin ortak terim, ekstremum
yani u¢ degerdir (Chiang and Wainwright 2005, s: 251).

Bolimde maksimizasyon ve minimizasyon modellerinin agiklanmasma tek
degisken girdili fonksiyonlarla baslanacaktir. Daha sonra kisitlayict faktorler esliginde
cok degiskenli fonksiyonlar ele alinacaktir. Ekonomi analizlerinde bu tekniklerin
kullanildig1 alanlar ¢ok fazladir. Bu tekniklerin 6grenilmesi ile ekonomi ile ilgili

incelemelerimizin daha rahat takip edilmesi miimkiin olacaktir.



Ekonomik Analizde Matematigin Kullanilmasi 114

8.1 Basit Maksimizasyon Problemi

Asagidaki fonksiyonda bagimsiz degisken iiretim miktari (x, ton/hafta),

bagimli degisken de kar1 (y, milyon TL/hafta) gostermektedir:

y =6x—x*

Ekonomi teorisinde degiskenlerin (iiretim girdileri, fiyatlar, masraflar vb.) genellikle
pozitif degerler tasidig1 dikkate almmarak yukaridaki fonksiyonu [0;6] araliginda
inceleyelim. Fonksiyonun egimi, bagimsiz degiskenin [0;3) araligindaki degerleri igin
pozitif, (3;6] araligindaki degerleri i¢in negatiftir (Sekil 8.1). Baslangigta egrinin egimi
pozitiftir ve giderek azalmaktadir. Bagimsiz degiskenin 3’ten biiyiikk degerleri i¢in
fonksiyonun egimi negatiftir ve egri giderek diklesmektedir. Fonksiyonun egimi X < 3
iken pozitif ve x > 3iken negatif olduguna gére x = 3 noktasinda sifirdur.

Bir fonksiyonun egiminin onun tirevi oldugunu biliyoruz. Yukaridaki
fonksiyona benzer” fonksiyonlarm maksimum veya minimum noktalarinda egimleri
sifirdir. Su halde egimi gosteren tlirev alinip sifira esitlenirse, egriyi maksimum veya
minimum yapan x’in degeri elde edilir (Pfitzner 2002, s. 80). Yukaridaki fonksiyona bu

kurali uygulayalim:

Y (milyon TL/h)
10 -
91 ——— a bh——m—m»
3 e
74 |
6 |
5 A |
. e
5 e
2 1 |
1 |
0 | | N X (ton/hafta)
0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 8.1 y =6x— x* Fonksiyonunun Maksimum Noktas1 (3; 9)

“ Baz1 fonksiyonlarin maksimum ve minimum noktalar1 bu sekilde belirlenemez (Bakiniz: Kisim 8.3).
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ﬂ: f, =6-2x
dx

Birinci tiirevi sifira esitleyip x degerini bulalim:
6-2x=0 = x=3

x =3 olan noktada fonksiyonun egimi sifirdir. Bu deger fonksiyonda (y =6X—x?)

yerine konulursa maksimum degeri bulunur:
Yimex = (6)(3) -3 =18-9=9

Fonksiyonun maksimum noktasin1 bulmak i¢in birinci sart1 yerine getirmis
bulunuyoruz. Bu gereklidir, ama yeterli degildir. Bulunan nokta maksimum olabilecegi
gibi minimum nokta da olabilir. Fonksiyonun maksimum noktasinin elde edilip

edilmedigi ikinci bir testten sonra anlasilacaktir. Bu test, tiirevin tlirevini alarak yapilir.

2

d°y

Eger ikinci tiirevin isareti negatif ise(d >
X

<0) elde edilen nokta maksimum noktadir.

2

d7y
dx?

Ikinci tiirevin isareti pozitif ise ( > 0) nokta, fonksiyonun minimum noktasidir.
2

Fonksiyonun ikinci tiirevinin negatif olmasi ((; 2/ =f,=-2<0), x=3 noktasinda
X

maksimum degere ulastigini géstermektedir.
Bir fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevlerinin isaretlerine bakilarak fonksiyonun

artan veya azalan oldugunu anlamak miimkiindiir (Tablo 8.1).
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Tablo 8.1 Birinci ve Ikinci Tiirevler ve Fonksiyondaki Degismeler

Birinci tiirev (f,) | Ikinci tiirev (f,,) | Fonksiyondaki degisme

Pozitif Negatif Fonksiyon azalan bir hizla artiyor (Sekil 8.1 a)
Negatif Negatif Fonksiyon artan bir hizla azaliyor (Sekil 8.1 b)
Negatif Pozitif Fonksiyon azalan bir hizla azaliyor (Sekil 8.2 ¢)
Pozitif Pozitif Fonksiyon artan bir hizla artiyor (Sekil 8.2 d)

8.2 Basit Minimizasyon Problemi
Ortalama masraf egrisini gésteren asagidaki fonksiyonu ele alalim:
y=x"—4x+6

Fonksiyonun birinci tiirevini alarak sifira esitleyelim ve x’in degerini bulalim:

ﬂ: f,=2x-4=0
dx

Bulunacak x degeri 2°dir ve bu noktada fonksiyonun (y) degeri 2’ye esittir. ikinci
d’y
dx?

minimum deger alir. Ortalama masraf egrisinin minimum noktast Sekil 8.2°de

tirevin degeri pozitif olduguna gore ( = f, =2>0) fonksiyon x =2 noktasinda

gosterilmistir.
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o
N
N demm e
w
I
al

Sekil8.2  y=x?-4x+6 Fonksiyonunun Minimum Noktas1 (2;2)

8.3 Ilaveler ve istisnalar

Buraya kadar verilen 6rneklerdeki fonksiyonlarin sadece bir tane maksimum
veya bir tane minimum noktasi vardi. Bir fonksiyonun birden fazla maksimum veya
birden fazla minimum noktas1 olabilir. Bunlara kisaca fonksiyonun ekstremumlar1 (ug
degerleri) denir (Pfitzner 2002, s: 86-89).

8.3.1 Yerel maksimum ve yerel minimum

Asagidaki fonksiyonun ekstremumlarini bulmaya calisalim:
y =x°—1.5x* —6x+ 20
dy _ f, =3x* —3x-6=0
dx
3(x-2)(x+1) =0
X =2; X, =-1
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Bagimsiz degiskenin yukaridaki degerleri fonksiyonun kritik noktalarini
olusturur. x = 2 iken fonksiyonun ikinci tiirevi pozitif, x = -1 ise fonksiyonun ikinci
tiirevi negatiftir. Birinci durumda fonksiyonun yerel minimumu, ikinci durumda yerel
maksimumu vardr. Fonksiyonun [—1; 2] araliginda ise ayni noktalarin, mutlak
ekstremumlar olduguna dikkat ediniz (Sekil 8.3).

Ekonomide genellikle fonksiyonlarin negatif boliimleri anlam ifade etmez,
clinkii bagimsiz degiskenler (6rnegin girdiler veya iiretim miktarlart) negatif degerler
almazlar. Bunu matematik olarak saglamak da miimkiindiir. Bunu saglamak icin
yukaridaki ornekle ilgili analizin, 0< X <2 araligi ile sinirlandirilmasi yeterlidir. Bir
fonksiyonun herhangi bir araliginda ekstremumu arastirilirken, fonksiyonun siir

noktalarindaki degerlerinin de (6rnegimizde 0 ve 2) kontrol edilmeleri gerekir.

40 -
35 -

. 30 A mutlak maksimum
yerel maksimum

mutlak
minimum

yerel minimum

Sekil 8.3 Fonksiyonun (y = x* —1.5x* —6x + 20) Ekstremumlar1
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8.3.2 Biikiim noktasi
Maksimum veya minimum noktalarin1 bulmak i¢in yeterli sart, fonksiyonun
ikinci tiirevinin negatif veya pozitif olmasidir. Ikinci tiirevin sifira esit olmasi, biikiim

noktasini gosterir. Asagidaki 6rnegi inceleyelim:

y:%x3—2x2+4x

v _ f,=x*-4x+4=0
dx

X, =X, =2

2
Iy ¢, —2x-a
dx

Birinci tiirev testinde bulunan x in degeri (2), fonksiyonun ikinci tiirevinde yerine
konursa sonug sifirdir. Bu durumda ikinci tiirev testi basarisizdir, dolayisi ile bu noktada

yerel maksimum veya yerel minimumdan s6z edilemez (Sekil 8.4).

Y

6 -

5 |

4 - Biikiim noktast

s \

2 | |

1

0 : ‘ X
0 2 4 6

Sekil 8.4 Fonksiyonun (y = %X3 —2x* + 4x) Biikiim Noktas1
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8.3.3 Tiirev fonksiyonunun siireksizligi

Bazi fonksiyonlar, bagimsiz degiskenin her degeri i¢in tanimli degildirler.

Asagidaki 6rnegi ele alalim.
y=(x-D**+2
Fonksiyonun birinci tiirevi:

ay_;__ 2
dx 3 (x—1)"

Bagimsiz degisken 1°e esit iken, fonksiyonun birinci tiirevinin tanimsiz olduguna dikkat

ediniz. Tirev fonksiyonu, x=1 iken siireksizdir (Sekil 8.5).

8.4 Genel Ekstremum Kurallar

Ekonomi konularinda maksimum veya minimum noktalar1 ile sikga
karsilagilmaktadir. Birinci tlirev testinin basarisiz oldugu durumlar ise nadirdir.
Matematigin ekonomiye uygulanmasinda ikinci tirev testi de genellikle olumlu
cikacaktir. Ama unutulmamasi gerekir ki istisnalar daima vardir (Pfitzner 2002, s.90).

Ekonomide ekstremum degerleri bulmanin adi “optimizasyon”dur. Ciinkii
aranan “en 1iyi” dir; maksimum fayda, maksimum kar, minimum masraf gibi. Simdi

bunun i¢in islem basamaklarini gérelim.

-4 -2 0 2 4 6

Sekil 8.5 y = (x-1)*"® + 2 Fonksiyonunun Grafigi
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y = f(x) fonksiyonunun maksimum noktasmni bulmak icin yapilacak ilk is,

fonksiyonun birinci tiirevini sifir yapan x degerini bulmaktir.

ﬂ:fxzo
dx

Birinci tiirev testi. x degiskeninin solunda ve saginda ona ¢ok yakin bir noktadan (x = a)
gecerken fonksiyonun aldigi degerlere bakilir. Bu noktada soldan saga gegerken tiirevin
isareti degisiyorsa, fonksiyonun birinci tiirevini sifir yapan x degerinde en azindan bir

ekstremumu oldugu anlasilir. Yani:

x < a iken %>O

X

X > a iken ﬂ<0
dx

ise fonksiyonun x = a noktasinda mutlak bir maksimumu vardir. Eger:

X < a iken ﬂ<0
dx

X > aiken ﬂ>0

dx
ise bu defa x = a noktasinda fonksiyonun mutlak bir minimumu vardir.
Ikinci tiirev testi: Birinci tiirevin sifira esit oldugu x degerinde ikinci tiirev negatif ise,
fonksiyonun mutlak bir maksimum degeri var demektir. Bu noktada ikinci tiirev pozitif
ciksaydi mutlak bir minimumdan s6z edecektik. Belirtilen O6zellikler matematik

sembollerle asagidaki gibi gosterilebilir:

dy =f =0
dx

2
d 2/ =f, <0
dx

ise fonksiyonun bu noktada mutlak bir maksimumu vardir.

gy =f =0
dx

2
d z =f, >0
dx

ise fonksiyonun bu noktada mutlak bir minimumu vardir.
Birinci tiirevin sifir oldugu noktada ikinci tiirev de sifir ise, ikinci tlirev testi

basarisizdir. Bu durumda yukarida agiklanan birinci tiirev testinin uygulanmasi gerekir.
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Tablo 8.2 Ekstremumlar i¢in Gerekli ve Yeterli Sartlar (Pfitzner 2002, s. 92)

Sartlar Maksimum Minimum
Birinci test (gerekli sart) | dy _f =0 dy _f =0
dx dx
Ikinci test (yeterli sart 2 2
(yeterli sart) dZ:fxx<0 dZ=fXX>0
dx dx

Belirtilen noktalar, fonksiyonlarin mutlak maksimum veya minimum noktalar1
olmayabilir. Fonksiyon bagimsiz degiskenin belli bir araligi i¢in (b<x<a)
tanimlanmigsa, x’in alacagi u¢ degerler i¢in de inceleme yapmak gerekir.

Son olarak belirtmek gerekir ki, ekonomide bir fonksiyonun degisken girdinin
hangi araliginda anlamh oldugu ve sekli genellikle teoriden bilinir. Ornegin kar
fonksiyonu ve ortalama masraf fonksiyonunun alacagi sekiller teorik olarak
bilinmektedir. Bunlardan birincisinde mutlak maksimum, ikincisinde ise mutlak
minimum noktalar1 6nem tasimaktadir, yani ekonomik ag¢idan anlamhidirlar. Bu
bilindiginden, ikinci tiirev testine gerek kalmamaktadir.

Yapilan acgiklamalar neticesinde matematik-ekonomide sik¢a kullanilan iki
kavram daha ortaya ¢ikmustir: gerekli sart ve yeterli sart. Maksimum ve minimum
problemlerinde oldugu gibi gerekli sartin yerine gelmesi yeterli olmayabilir. Bir olayn
gerceklesmesi i¢in hem gerekli hem de yeterli sartlar saglanmalidir. Ornegin maksimum
nokta i¢in birinci tiirevin sifir olmasi gereklidir ama yeterli degildir, bu nokta minimum
nokta veya biikiim noktasi da olabilir. Bu durumda yeterli sart ikinci tiirevin negatif
olmasidir (Tablo 8.2).

8.5 iki Degiskenli Fonksiyonlarin U¢ Degerleri

Onceki boliimde bir bagimsiz degiskenli fonksiyonlarda ekstrem noktalarin nasil
bulunacagi agiklanmisti. Ekonomideki modellerde ¢ogu kez birden fazla bagimsiz
degiskenin etkisi so6z konusu olmaktadr.  Simdi iki degiskenli fonksiyonlarda

maksimum ve minimum noktalarinin nasil bulunacagi tizerinde duralim. z = f(x,y) ile

ifade edilen fonksiyonu ele alalim. Cizimi yapildiginda bagimli degisken z’nin alacagi

degerler, bir dogru veya egri ile degil, li¢ boyutlu bir diizlemle ifade edilir.
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Iki degisken girdili fonksiyonlarda ug degerlerinin bulunmasinda da, bir
degiskenli fonksiyonlarin u¢ degerlerinin bulunmasindaki sira takip edilir. Birinci tlirev
alinir ve sifira esitlenir. Sonra ikinci tlirev alinir ve birinci tlirevi sifir yapan x’in
degerleri ikinci tiirevde yerine konur. Bagmmsiz degisken sayist birden fazla
oldugundan, almacak tiirevler kismi tiirevler olacaktir. Tkinci tiirevin isareti negatif ise
mutlak bir maksimumdan, pozitif ise mutlak bir minimumdan s6z edilebilir ancak
bunun i¢in tek bagimsiz degiskenli fonksiyondaki sartlara ilave olarak {liglincli bir test
daha yapilmalidir: ¢apraz kismi tiirev testi. Iki degiskenli bir fonksiyona,
degiskenlerden birine gore (6rnegin x) kismi tiirev uygulandiktan sonra elde edilen
sonuca ikinci degiskene gore (6rnegin y) uygulanan kismi tiireve, ¢apraz kismi tiirev

(f,) denir (Chiang 1994, sayfa: 313). Iki bagimsiz degiskenli bir fonksiyonda

ekstremumlarin varligma (maksimum veya minimum), ¢apraz kismi tiirev testi pozitif
ise karar verilir.

Cok degiskenli fonksiyonlarda (f, )= (f,)tir, buna Young Teoremi denir

(Pfitzner 2002, s: 94). Bu teoreme gore ¢apraz kismi tiirevlerde, tiirevin 6nce hangi
degiskene gore alindigr onemli degildir, her iki durumda da capraz tiirevler esit
olacaktir. Capraz kismi tiirev testi basarisiz ise (sonug¢ negatif ise), fonksiyonun
ekstremumundan s6z edilemez. Capraz kismi tiirev testi sifir ¢ikarsa test, degiskenlerin
yakm degerleri i¢in tekrarlanmahdir. Iki degiskenli fonksiyonlarda ekstremumlarm nasil

hesaplanacagi Tablo 8.3’de gosterilmistir.

Tablo 8.3 iki Degiskenli Fonksiyonlarin Ug Degerleri

Sartlar Maksimum Minimum
Gerekli sart Q:@:f:fzo Q:@:f:f:O
ox oy 7 ox oy 7
2725: o <0; a—zf: f,, <0 2725: f,>0; a—zf: f, >0
Yeterli sartlar ve ve
(Fo)(fy)=(fy)* >0 (fo)(fy)=(fy)* >0

Kaynak: Chiang A.C. and Wainwright K. 2005, Matematiksel Iktisadin Temel Y&ntemleri.
Ceviren: Muzaffer Sarimeseli ve Senay Ag¢ikgoz, Gazi Kitabevi, Ankara (S: 338)
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Ornek 8.1 z=10x-x*+10y —y* fonksiyonunun ekstremumlarin1 arastirmiz.

Birinci sart ; birinci kismf1 tiirevler testi :

oz 0z
—~=10-2x=0; —=10-2y=0;
OX oy

X=5 y=>5

(5;5) noktast maksimum veya minimum olabilir. Bunu anlamak i¢in ikinci tiirevlerin ve

capraz tiirevin igaretlerine bakilmalidir.

2 2
Ikinci kismi tiirevler testi : 8—: =-2 8—: =-2
X
Capraz kismi tiirev testi : (fy)=(f,)=0

2
(fxx)(fyy) _(fxy) >0
(-2)(-2)- (0)*=4>0
Capraz kismi tiirev testi pozitif, ikinci kismi tiirev testlerinin sonuglar1 negatif

oldugundan (5;5) noktasinda fonksiyonun maksimum degerine (50) ulastigina karar
verilir (Sekil 8.6).

Sekil 8.6 z=10x-x*+10y - y* Fonksiyonunun Grafigi
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z = x* — y? fonksiyonunun ekstremumlarini arastirmniz.

Ornek 8.2
Birinci test :
0z 0z .
—~=2x=0; —=-2y=0;
ox oy
x=0 y=0
ikinci testler:
2 2
%— f-2; %: £ =2
X

ve
(fy)=(f,)=0
(fo)(fy,) = (F)* =(2(-2)-(0)* =4 <0
Capraz kismi tiirev testi negatif oldugundan (0;0) noktasinda fonksiyon maksimum veya
minimum degildir (Sekil 8.7). Nitekim ikinci tiirev testlerinin isaretleri de farklhidir. Bu

noktaya, eyer noktasi denir (Chiang and Wainwright, 2005, s: 333).

Sekil 8.7 Eyer Noktas1 (Z = x* —y?)
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Ornek 8.3 z=%x>-xy+y>—9x+50 fonksiyonunun ug degerlerini arastirmiz.
Birinci test:

0z

—=2Xx-y-9=0;

OX Y

a_ —X+2y =0;

oy

x=6 ve y = 3 bulunur.

Ikinci testler:

o'z _

o’ =2
0%z
P

(fxy) = (fyx) =-1
(fxx)(fyy) _(fxy)2 = (2)(2)—(—1)2 = 3 > O
Sonug: (6;3) noktasinda fonksiyonun mutlak bir minimumu vardir: z_,, =23 (Sekil

8.8).

Sekil 8.8 z=x*—xy+y®—9x+50 Fonksiyonunun Minimum Degeri (z = 23)
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8.6 Kisitlayic1 Faktorler Esliginde Ekstremum

Boliimiin baginda da belirtildigi gibi ekonomi problemlerinin ¢ogunda
maksimum veya minimuma ulagmak, bir takim kisitlayic1 faktorlerin saglanmasina
baghdwr. Faydayr maksimize ederken biitge sinir1 (biitce dogrusu) vardir, iiretimi
maksimum yapmak harcanabilecek maksimum paraya (es maliyet dogrusu) baghdir,
masraf minimizasyonunda ise iiretim miktar1 bir kisitlayicidir.

U = Xy bi¢iminde bir fayda fonksiyonunun ele alalim. Fonksiyonda U, toplam
faydayi, x ve y de tiiketilen iirlin miktarlarini géstermektedir. x in fiyat1 1, y nin fiyat1 2,
tilketicinin bu iki {irliniin tiiketimi i¢in ayirdigi biitge 100 ise fayda fonksiyonu igin
biitce kisit1 100 = 1x + 2y dir. Bu problem cesitli yontemlerle ¢oziilebilir. Bunlardan
ilki, ikinci esitligi x veya y degiskenlerinden birine gore ¢ézerek birinci esitlikte (toplam
fayda fonksiyonu) yerine koymaktir: X = 100 — 2y ve buradan U = 100y — 2y? bulunur.
Fonksiyonun maksimum noktasini bulmak i¢in 8.4’de oldugu gibi birinci tiirevini alip
sifira esitleyelim. Daha sonra ikinci tlirevin isaretine bakalim:

O(lj_u=1oo_4y=o = y=25 x=50
y

2
ZLZJ =f,=-4<0
y

Bu noktada toplam fayda en fazladir: U, (50;25) =1250 (Sekil 8.9).

max

TF 1400 -
1200
1000

800 -
600 -
400 -

200 -

0

0 5 10 15 20 25 30 3 Y

Sekil 8.9 Toplam Fayda Fonksiyonu (U =100 y —2y?)
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Kisitlayicr faktor bir tane ve birinci mertebeden bir esitlikle agiklanabiliyorsa bu
yontem yeterlidir. Daha karmasik (ikinci dereceden) problemlerin ¢oziimii igin

Lagrange Carpani kullanilmasi gerekir (Pfitzner 2002, s: 98-104).
8.7 Kisith Ekstremum i¢in Lagrange Carpani Yontemi

Kisitin kendisi basit olmayan bir fonksiyon oldugunda, yukaridaki boliimde
yapildig1 gibi “yerine koyma” teknigi ile amag¢ fonksiyonunun elde edilerek kisitli
ekstremumun aranmasi gii¢lesebilir. Boyle durumlarda Lagrange carpani ad1 ile bilinen
ve analitik iistiinliikleri olan yontem kullanilir.

z = f(x,y) fonksiyonunun, g(x,y)=c kisit1 altinda (c,sabit bir say1) ug

noktalarini bulmak i¢in fonksiyon ve kisit1 birlikte asagidaki gibi yazilabilir:

L(x,y) = f(xy)+A[c—g(xy)]

Esitlikte koseli parantez i¢inde verilen ifadenin sifira esit olduguna dikkat ediniz.
Parantez i¢cindeki ifade sifira esit oldugundan her hangi bir parametre ile ¢arpildiginda
(bu garpana Lagrange c¢arpani veya belirlenmemis ¢arpan denir ve genellikle A ile
gosterilir), elde edilen yeni fonksiyon, baslangic fonksiyonunun aynisidir. Amag
fonksiyonunun, kisit1 ile birlikte yazildigi1 fonksiyona Lagrange fonksiyonu denir.
Ornek 8.4 z = x* +4y® —xy fonksiyonunun, x + 2y =100 kisit1 altinda ekstremumunu
bulunuz.

Oncelikle Lagrange fonksiyonunu olusturalim:

L (X,y)=x*>+4y? —xy+ A (100 — x - 2y)

Birinci test; birinci kismi tiirevler:

%
OX
@

=L, =2Xx-y-4=0

=L, =8y-x-21=0

oL
-1, =100-x-2y=0
YR y
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Bu iig esitlikten y=25; x =150 ve A =75 bulunur.

Ikinci test (ikinci kismi tiirevler ve ¢apraz kismi tiirev):

L,=2>0; L,=8>0; L, =-1=L

Xy yx

(L)L) — (L) =) -(-1)* >0

Capraz kismi tiirev testi ve ikinci tlirevler pozitif oldugundan, koordinatlar1 (50;25) olan
noktanin, fonksiyonun minimum noktasi olduguna karar verilir. Bu noktada z = 3750
dir.

Ornek 8.5 z=x"+y®+xy fonksiyonunun, 2x—y =7 kisit1 altinda ekstremumunu

bulunuz.
LXY)=X"+y2+xy+A(7T-2x+Y)

Birinci kismi tiirevler :

%zLX=2x+y—2;L=0
OX
%zLy:2y+x+;t=0
oL

—=L, =-2x+y+7=0
ol y

Bu iic esitlikten X = 2.5 ve y = -2 bulunur. kinci kismi tiirevler ve ¢apraz kismi tiirev:

L,=2>0;L,=2>0 ; L, =1=L,
(L)L) - (L) =@ -0* >0

Capraz kismi tiirev ve ikinci tiirevler pozitif oldugundan, koordinatlar1 (2.5; -2) olan

nokta fonksiyonun kisitli minimum noktasidir. Bu noktada z = 5.25dir.
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8.8 Ikinci Mertebeden Toplam Diferansiyel ve Hessian Matrisi

Toplam diferansiyel (6.1.4) ve ikinci mertebe kismi tiirev konularimi 6grendikten
sonra, ikinci mertebe toplam diferansiyel (d?z) konusunu ele alabiliriz. z = f(x,y)
fonksiyonunun tiirevini alirken tiirev isleminin, fonksiyonun degiskenlerine ayri ayri
uygulandigini hatirlayalim: dz = f,dx+ f dy. Esitlikteki dx ve dy ifadeleri, x ve y
deki belli degismeleri ifade ettiginden diferansiyel alinirken sabit kabul edilebilirler.
Dolayst ile dz, sadece f, ve f, yebaglolur. f ve f de x ve y nin fonksiyonlari

olduklarindan, ikinci mertebeden diferansiyeli elde etmek i¢in dz nin tekrar tiirevi alinir

(Chiang 1994, s: 314):

d2z =d(dz) = a(;)'(z) dx + ng/z) dy

0 0
= &(fxdx+ fydy)dx+5(fxdx+ f, dy)dy

= (fdx+ f_dy)dx+(f, dx+ f dy)dy
= f dx* + f dydx+ f dxdy + f dy®
= fox® +2f dxdy+ f dy’  (f, =f,)
Yukarida d®z ifadesinde 2 iissii, z'nin ikinci mertebeden toplam diferansiyeli

anlammna gelir. dx® = (dx)”ifadesindeki 2 {ssii ise, dx'in birinci mertebe

diferansiyelinin karesidir. Son esitligin matris formunda yazilimi asagidaki gibidir:

fXX fX d
d?z =[dx dy][ V:H X}
f. f,,|Ldy

Ana kosegende ikinci mertebe kismi tiirevlerin, diger kdsegende capraz kismi tiirevlerin

yer aldig1 matrisin determinanti, Hessian olarak adlandirilir:

foo f

XX Xy

f, f

yX yy

M-

Hessian determinantinin ana kdsegendeki birinci elemani birinci ana minér

(first principal minor|H1|) olarak adlandirilir ve ana kdsegenin birinci elemanmin alt

Hessian determinantinin ikinci ana mindéri (second

xx|'

determinantidir: |H 1| = | f

principal minor |H2|), ana kosegenlerdeki elemanlardan olusan 2x2 boyutundaki alt
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determinant olup, ayni zamanda Hessian matrisinin de determinantidir (Chiang 1994, s:
333):

XXXy

fo f

yX Yy

|H2|:

z = f(x,y) fonksiyonunda dz =0 yani f = f =0 oldugunda; yerel minimum

(472 > 0)sartlart: |H,| > 0 ve [H,[> 0; } Hyl= fove [Hy|= fof, —(f,)’

yerel maksimum (d*z < 0) sartlart: |H,| <0 ve [H,|>0

Gerekli sartlar saglandigi halde |H,|=|H|=f_,f —(f,)*<0 ise, kritik

XX U yy
noktanm bir minimum veya maksimum olmayip eyer noktast olduguna hiikmedilir
(Hess 2002, s.235).

Bolimde 8.1-8.3 numarali 6rnekleri Hessian uygulamasi ile yeniden ¢6zelim,

sonuglar degismedigini gorecegiz.

Ornek 8.6 7 =10x —x* +10y — y*fonksiyonunun u¢ noktalarmi Hessian matrisini

kullanarak arastiralim:
Kritik noktalarm bulunmasi i¢in, fonksiyonun degiskenlere gore birinci mertebeden
tiirevleri sifira esitlenir:

z, =10-2x=0
z,=10-2y=0

Elde edilen esitlik sistemini matris formunda yazalim:
-2 0]/x| |-10
0 -2yl |-10

(Cozliim vardir ve tektir, ¢linkii matrisin determinanti tekil degildir:

-2 0
0 -2

‘:4¢0

Degiskenlerin degerlerini Cramer kurali ile elde edelim:
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-10 O
_ -10 -2
Xy =1—— =5
4
-2 -10
0 -10
yO:T:

Bulunan degisken degerleri z fonksiyonunda yerine konursa 2z(5;5) noktasinda

fonksiyonun degeri elde edilir:
Z, =10 (5)—(5)* +10 (5) - (5)* =50

Z (5;5) noktasinda fonksiyonun aldig1r degerin maksimum mu, minimum mu

oldugunu anlamak i¢in Hessian determinantina bakalim:

f

XX Xy

f, f

yX yy

H| =

-2 0
|0 -2

Buradan [H,|=-2<0 ve |H,|=|H|=(-2)(-2)-(0)*=4>0
Buna gore z (5;5) noktasinda fonksiyonun bir maksimumu vardir.

Ornek 8.7 z=x*-y? fonksiyonunun ug¢ degerlerini Hessian determinantindan
yararlanarak inceleyelim.

z, =2x=0

z,=-2y=0

Sistemi matris formunda yazip, Cramer kuralia gore ¢cozersek:

e

2 0

=-4+0
0 -2

0 O

0 -2
X = =0

—4

2 0
|0 0_0
y= 4

Kritik noktanmn (0;0) oOzelligini anlamak igin Hessian determinantlarmi
inceleyelim:
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xxfxy

f, f

yX yy

H|=

Buradan [H,[=2>0 ve |H,|=|H|=(2)(-2)-(0)*=-4<0

Buna gore (0;0) noktasinda, fonksiyonun maksimum veya minimumu yoktur (Sekil
8.7).

Ornek 8.8 z=x>—xy+Yy?-9x+50 fonksiyonunun ekstremum noktalarin1 Hessian
determinant1 yardim ile inceleyelim.

z, =2Xx-y-9=0

z,=-x+2y=0
Sistemi matris formunda yazip, Cramer kuralina gore ¢ozersek:

S MEH

2 -1
‘ 1 2‘ =3 # 0 olduguna gore ¢oziim vardir. Cramer kuralina gore:
9 -1
|0 2
X = =6
3
2 9
_ |71 0] 3
y= 3
Kritik noktanin (6;3) durumunu arastiralim:
x  Tx 2 -1
LU ol S B
fo Ty 1 2

Buradan |H1| =2>0 ve |H2| = |H| =(2)(2)-(-1)* =3>0 Sonug: (6;3) noktasinda

fonksiyon minimum bir degere sahiptir: z_. (6;3) = 23 (Sekil 8.8).

8.9 Kisith Extremum ve Hessian (Citlenmis Hessian)

Optimizasyon problemlerinde oldugu gibi, kisitlayict  faktorleri  olan
optimizasyon problemlerinde de Hessian matrisinden yararlanilabilir. Boyle durumlarda
Hessian determinant1 yerine, kisitlayici esliginde Hessian determinanti (¢itlenmig

Hessian) kullanilir.
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au+ v =0Kksit1 altnda q=au’+2huv+bv® kuadratik fonksiyonunu
inceleyelim. Yukaridaki esitliklerde u ve v degiskenler; «,f,a,b ve hise

katsayilardir. Kisit esitliginde v'nin degerini bulup fonksiyonda yerine yazalim:
v=—(alp)u
a’ u?

g=au?-2hZu2+b% u? = (af? - 2haf +ba?)—
B B B

2 2

q degerinin mutlak pozitif olmasmin, parantez i¢indeki ifadenin pozitif olmasina bagh
oldugu agikca goriilmektedir. Yine q degerinin negatif olmasi, parantez i¢indeki
ifadenin negatif olmasma baghdir. Asagidaki simetrik determinant da, yukarida
parantez i¢indeki ifadenin negatif isaretlisidir:

0 ap

a a h |=2haf-ap’-ba?

p h b

Buna gore au + Bv =0 kisit1 altinda q ifadesi,

0 a p

a a h [>0 ise mutlak maksimum,
B h b
0 a p

a a h |<0 ise mutlak minimumdur.

B h b

Yukaridaki determinantda, birinci sira ve birinci siitunda kisit katsayilarmin yer

5 . . ah|, . .
aldigina, geride kalan determinant elemanlarinin (hb ) ise fonksiyonun katsayilari

olduguna dikkat ediniz. Elde edilen sonuglarm d®z ve g (X,y)=ckisit1 ile
karsilastirilmasi sonucunda ¢itlenmis Hessian determinanti elde edilir: (Chiang 1994,
s: 382)

0 a Bl |0 9,9

a a hi|=|g, f, fxy:‘ﬂ‘

pghbi| g f, f,
Ornek 8.9 7z =80x—2x* —xy—3y?+100y fonksiyonunun, X =Yy/2 kisit1 altinda ug

degerlerini aragtiralim.

Kisiti, 2x —y = 0 seklinde yazarak Lagrange fonksiyonunu olusturalim.
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L(X,y) =80x—2x* —xy —3y* +100y + A (2x—Y)

%: f,=80-4x-y+21=0
X

%: f, =—X—6y+100—- 4 =0
2-':1: f,=2x-y=0

Bu 3 esitlikten fonksiyonun kritik noktast (8.75;17.50) bulunur. Bu noktada
fonksiyonun aldig1 deger (1225) maksimum mudur, minimum mudur? Bunu test etmek

i¢in ikinci mertebe kismi tiirevleri alalim:

fxx =—4
f,=-6
fy="f,=-1
Citlenmis Hessian asagidaki gibidir:
0 2 -1
2 -4 -1=32>0
-1 -1 -6

Buradan, kritik noktada fonksiyonun maksimuma ulastigi (z = 1225) anlasilmaktadir.
Sekil 8.10’da kalin kesik ¢izgi, fonksiyonun serbest sartlarda maksimum degerini, ince
kesik ¢izgi ise kisitlamali maksimum degerini gdstermektedir. Bazi hallerde bu iki
maksimum  ayni degere sahip olsa da genelde kisitlamali maksimum, serbest
maksimumdan daha kiiglik bir degere sahiptir. Ancak hi¢ bir zaman kisitlamali
maksimum, serbest maksimumdan daha biiyiik bir degere sahip olamaz.

Ornek 8.10 z=x*+xy fonksiyonunun, x+2y =10 kisit1 altinda u¢ noktalarmin
varligimi arastiralim.

L(Xy)=x"+xy+4 (10-x-2y)

L, =2x+y-41=0

L, =x-21=0

L, =10-x-2y=0

Buradan birinci mertebe sartlarini saglayan degerler; x=-5; y=15/2 ve A=-5/2
elde edilir. Kritik noktada (-5;15/2) fonksiyonun (z) aldigi deger -25/2 dir. Bu noktanin
bir ekstremum olup olmadigin1 anlamak i¢in yeterli kosula bakilmalidir. Bu amagla

alinan ikinci mertebe ve ¢apraz kismfi tlirevler asagida verilmistir:
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Bu degerler bulunduktan sonra ¢itlenmis Hessian yazilabilir:

012
12 1|=-1(0-2)+2(1-4)=-4<0
210

Hessian determinantinin negatif olmasi, belirlenen noktada (-5; 15/2) fonksiyonun aldig1

degerin (-25/2) minimum oldugunu gostermektedir.

Sekil 8.10 Kisitlayic1 (X = y/2) Altinda, z =80X —2x* —xy —3y” +100y
Fonksiyonunun Optimizasyonu



